GyMS MMV 2022

2022/GI/1. feladat
Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan:
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2022/GI/1. megoldas
A bal oldali tortet rendezve
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Tr+2 =162 — 16
egyenlethez jutunk, amit megoldva
r=2

Az ellenOrzés jonak mutatja a kapott értéket.

2. Megoldas

A bal oldalon lathatd, hogy a tort tobbszoros kozos nevezore hozésa utéan elséfoku kifejezés
fog maradni.

Tehat ez egy elsofoku egyenlet, aminek 0, 1 vagy végtelen sok megoldasa lehet.

Lathato, hogy x = 0 nem megoldas, tehat végtelen sok megoldas nem lehet.
Ugyanakkor x = 2 megoldas, tehat csak ez az egy megoldas 1étezik.
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2022/GI/2. feladat

Leirjuk az egész szamokat 1-t6l 2022-ig a kovetkezdképpen:

El6szor leirjuk névekvo sorrendben azokat, amelyek nem oszthatok 3-mal. Majd pedig, ame-
lyek oszthatok 3-mal, de nem oszthatok 9-cel, utana azokat, amelyek oszthaték 9-cel, de nem
oszthatok 27-tel, és igy tovabb.

a) Hényadikként irjuk le a 2022-t7

b) Mi az utolsoként leirt szam?

2022/GI/2. megoldas

a) El6szor leirjuk a 3-mal nem oszthatékat. Héarmasaval csoportositva a szamokat, miden
harmasbdl kettdé szamot irunk le, igy mivel a 2022 is oszthaté 3-mal

2022 - g = 1458

darab ilyen szamot irunk le.

Kovetkeznek a 3-mal oszthatok, de 9-cel nem oszthatok. Ezek ismét harmas csoportokat
alkotnak, amelybél az els6 kett6t lefrjuk (csak 3-mal oszthaték), a harmadikat nem. Igy
torténik ez az utolsd 9-cel oszthato szamig a 2016-ig. 2016-ig

2016:3~§:448

darab szamot irtunk le és ilyenek még a 2019 és a 2022 is. 450 ilyen szdm van.

Vagyis a 2022-t 1348 4 450 = 1798. helyen irtuk le.

b) A 3 hatvdnyok koziil a legnagyobb, amelyiknek a tobbszoroseit lefrjuk a 729 = 3°, a
37 = 2187 mér tul nagy lenne.

Vagyis utoljara a 2 - 729 = 1458-at irjuk le.

2. Megoldas, a) részre

Ha el6szor leirjuk a 3-mal nem oszthatokat, majd csak a 3-mal oszthatokat (ekkor a 2022-t
is utoljara), akkor maradnak azok a szamok, melyek 9-cel oszthatok.

Ezek szdma (mivel 2022 : 9 = 224,6) 224. Tehat eddig leirtunk 2022 — 224 = 1798 szdmot.
Vagyis a 2022-t 1798. helyen irtuk le.
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2022/GI/3. feladat
Hény réacsponton halad &t az f(z) fliggvény grafikonja, ha

(Rdcspont olyan pont, melynek koordindtdi egész szamok.)

2022/GI/3. megoldas
A fliggvény az © = —1 pontban nincs értelmezve, tehat x # 0.
Alakitsuk at a tortet

—2r —8 2048 20 +2+46 2(x+1)+6 6
o= == -
z+1 x+1 x+1 x+1 x+1
Ha x egész szam, ez a kifejezés akkor lesz egész, ha x + 1 osztdja 6-nak.
Készitstink egy tablazatot a lehetséges értékekbol
r+1 6 3 2 1 -1 -2 -3 —6
x 5 2 1 0 —2 -3 —4 —7
f(x) 3 4 5 8 4 1 0 1

Az egész koordinataju pontok szama 8.

Abrazolva az f(z) figgvényt

leolvashatok az egész koordinatdju pontok innen is.
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2022/GI/4. feladat
Az ABCDEF szabalyos hatszog koré irt kor egy, a hatszog cstucsaitol kilonbozo valamely P

tjara:
potjata PA? + PB?+ PC? + PD* + PE? + PF? = 108
Mekkora lehet az ABC DEF hatszog koré irt kor sugara?

2022/GI/4. megoldas
Készitsiink egy abrat a feladathoz. Vélasszunk egy, a csticsoktol kiilonbozé P pontot.
Kossiik 6ssze az A és D pontokat a P ponttal.

B A
P

D E

Az ADP héromszog derékszogii (Thalesz tétel), ezért
PA? 4+ PD* = DA? = 4”

ahol r a hatszog koré irt kor sugara.
Hasonlo6 Osszefiiggés érvényes az FC'P és BEP derékszogli haromszogekben:

PC? + PF? = 41?

PB? + PE? = 4

Az igy felirt egyenloségek megfelel6 oldalat ¢sszeadva
PA®+ PB? + PC* + PD* + PE* + PF? = 12r*
A feladat szerint

1272 = 108
r=23

Mivel P pont valasztésa tetszoleges volt, ezért a kor sugara csak 3 egység lehet.
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2. megoldas

Oldjuk meg a feladatot vektorok segitségével.

A kor kozéppontjabol mutassanak a csticsokba a nekik megfelel6 vektorok, a P pontba pedig a
p. Ekkor
PA* = (p—a)Y =p*+a*—2pa

A t6bbi csticsra is ugyanezt felirva és Osszegezve
PA*>+PB*+ PC* + PD* + PE*> + PF* =
=62+ a2+ b2+ +dP+ %+ [P —2p0d—2pb—2pC—2pd — 2pE— 25 f
=6p2+a’+ b2+ +d? e+ P25 (A+b+c+d+e+ f)
Hasznaljuk ki azt, hogy . . .
i+b+é+d+e+f=0

és

52:62252:52:d2:€2:f2:7’2
ahol r a kor sugara, kapjuk
PA?+ PB*+ PC?+ PD?+ PE? + PF? = 182
A feladat szerint

1272 = 108
r=23

Mivel P pont valasztésa tetszoleges volt, ezért a kor sugara csak 3 egység lehet.
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2022/GI/5. feladat
Melyik az a legnagyobb n pozitiv egész szam, amelyre a
60!
(1oh»

tort értéke egész szam?

2022/GI/5. megoldas
Ha a tort értéke egész szam, akkor minden nevezdben levo szammal le lehet egyszeriisiteni a
szamlalot.

Vizsgaljuk meg a nevezd primtényezos felbontasat
100 =2%.3".5%.7

A szamléalét ezen primekkel le lehet egyszertisiteni, ezért nézziikk meg 60! primtényezos felbon-
tasdban a 2, 3, 5, 7 primek kitevojét.

60! =2°0.3%.51.77. 4
ahol A egész szam és nem tartalmazza a 2, 3, 5, 7 primeket.

60! 2%6.32.514.79. 4

A tort akkor egész (lehet leegyszeriisiteni az Gsszes, nevezében levé primmel), ha teljestiilnek a
kovetkez6 egyenlotlenségek:

8n < 56 dn < 28 2n <14 n<9

n<7 n<7 n<T7 n<9

A fenti feltételek mindegyikét kielégito legnagyobb pozitiv egész szam az n=7.




