
GyMS MMV 2022

2022/GI/1. feladat
Oldjuk meg a következő egyenletet a valós számok halmazán:

x + 2
2 + x

2 + x

2 + x = 3x − 2

2022/GI/1. megoldás
A bal oldali törtet rendezve

x + 2
2 + x

2 + x

2 + x = 3x − 2

3x + 2
4 + x

2 + x = 3x − 2

7x + 2
8 + x = 3x − 2

7x + 2
8 = 2x − 2

7x + 2 = 16x − 16

egyenlethez jutunk, amit megoldva
x = 2

Az ellenőrzés jónak mutatja a kapott értéket.

2. Megoldás

A bal oldalon látható, hogy a tört többszörös közös nevezőre hozása után elsőfokú kifejezés
fog maradni.
Tehát ez egy elsőfokú egyenlet, aminek 0, 1 vagy végtelen sok megoldása lehet.
Látható, hogy x = 0 nem megoldás, tehát végtelen sok megoldás nem lehet.
Ugyanakkor x = 2 megoldás, tehát csak ez az egy megoldás létezik.
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2022/GI/2. feladat
Leírjuk az egész számokat 1-től 2022-ig a következőképpen:
Először leírjuk növekvő sorrendben azokat, amelyek nem oszthatók 3-mal. Majd pedig, ame-
lyek oszthatók 3-mal, de nem oszthatók 9-cel, utána azokat, amelyek oszthatók 9-cel, de nem
oszthatók 27-tel, és így tovább.

a) Hányadikként írjuk le a 2022-t?
b) Mi az utolsóként leírt szám?

2022/GI/2. megoldás

a) Először leírjuk a 3-mal nem oszthatókat. Hármasával csoportosítva a számokat, miden
hármasból kettő számot írunk le, így mivel a 2022 is osztható 3-mal

2022 · 2
3 = 1458

darab ilyen számot írunk le.
Következnek a 3-mal oszthatók, de 9-cel nem oszthatók. Ezek ismét hármas csoportokat
alkotnak, amelyből az első kettőt leírjuk (csak 3-mal oszthatók), a harmadikat nem. Így
történik ez az utolsó 9-cel osztható számig a 2016-ig. 2016-ig

2016 : 3 · 2
3 = 448

darab számot írtunk le és ilyenek még a 2019 és a 2022 is. 450 ilyen szám van.
Vagyis a 2022-t 1348 + 450 = 1798. helyen írtuk le.

b) A 3 hatványok közül a legnagyobb, amelyiknek a többszöröseit leírjuk a 729 = 36, a
37 = 2187 már túl nagy lenne.
Vagyis utoljára a 2 · 729 = 1458-at írjuk le.

2. Megoldás, a) részre

Ha először leírjuk a 3-mal nem oszthatókat, majd csak a 3-mal oszthatókat (ekkor a 2022-t
is utoljára), akkor maradnak azok a számok, melyek 9-cel oszthatók.
Ezek száma (mivel 2022 : 9 = 224,6̇) 224. Tehát eddig leírtunk 2022 − 224 = 1798 számot.
Vagyis a 2022-t 1798. helyen írtuk le.
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2022/GI/3. feladat
Hány rácsponton halad át az f(x) függvény grafikonja, ha

f(x) =
∣∣∣∣−2x − 8

x + 1

∣∣∣∣
(Rácspont olyan pont, melynek koordinátái egész számok.)

2022/GI/3. megoldás
A függvény az x = −1 pontban nincs értelmezve, tehát x ̸= 0.
Alakítsuk át a törtet

f(x) =
∣∣∣∣−2x − 8

x + 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2x + 8

x + 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2x + 2 + 6

x + 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣2(x + 1) + 6

x + 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2 + 6

x + 1

∣∣∣∣
Ha x egész szám, ez a kifejezés akkor lesz egész, ha x + 1 osztója 6-nak.
Készítsünk egy táblázatot a lehetséges értékekből

x + 1 6 3 2 1 −1 −2 −3 −6
x 5 2 1 0 −2 −3 −4 −7

f(x) 3 4 5 8 4 1 0 1
Pont (5,3) (2,4) (1,5) (0,8) (−2,4) (−3,1) (−4,0) (−7,1)

Az egész koordinátájú pontok száma 8.

Ábrázolva az f(x) függvényt

X

Y

O 1
1

leolvashatók az egész koordinátájú pontok innen is.
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2022/GI/4. feladat
Az ABCDEF szabályos hatszög köré írt kör egy, a hatszög csúcsaitól különböző valamely P
pontjára:

PA2 + PB2 + PC2 + PD2 + PE2 + PF 2 = 108
Mekkora lehet az ABCDEF hatszög köré írt kör sugara?

2022/GI/4. megoldás
Készítsünk egy ábrát a feladathoz. Válasszunk egy, a csúcsoktól különböző P pontot.
Kössük össze az A és D pontokat a P ponttal.

AB

C

D E

F

P

Az ADP háromszög derékszögű (Thalesz tétel), ezért

PA2 + PD2 = DA2 = 4r2

ahol r a hatszög köré írt kör sugara.
Hasonló összefüggés érvényes az FCP és BEP derékszögű háromszögekben:

PC2 + PF 2 = 4r2

PB2 + PE2 = 4r2

Az így felírt egyenlőségek megfelelő oldalát összeadva

PA2 + PB2 + PC2 + PD2 + PE2 + PF 2 = 12r2

A feladat szerint

12r2 = 108
r = 3

Mivel P pont választása tetszőleges volt, ezért a kör sugara csak 3 egység lehet.
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2. megoldás

Oldjuk meg a feladatot vektorok segítségével.

O

AB

C

D E

F

P

a⃗p⃗

p⃗ − a⃗

A kör középpontjából mutassanak a csúcsokba a nekik megfelelő vektorok, a P pontba pedig a
p⃗. Ekkor

PA2 = (p⃗ − a⃗)2 = p⃗ 2 + a⃗ 2 − 2p⃗ a⃗

A többi csúcsra is ugyanezt felírva és összegezve

PA2+PB2 + PC2 + PD2 + PE2 + PF 2 =
= 6p⃗ 2 + a⃗ 2 + b⃗ 2 + c⃗ 2 + d⃗ 2 + e⃗ 2 + f⃗ 2 − 2p⃗ a⃗ − 2p⃗ b⃗ − 2p⃗ c⃗ − 2p⃗ d⃗ − 2p⃗ e⃗ − 2p⃗ f⃗

= 6p⃗ 2 + a⃗ 2 + b⃗ 2 + c⃗ 2 + d⃗ 2 + e⃗ 2 + f⃗ 2 − 2p⃗
(
a⃗ + b⃗ + c⃗ + d⃗ + e⃗ + f⃗

)
Használjuk ki azt, hogy

a⃗ + b⃗ + c⃗ + d⃗ + e⃗ + f⃗ = 0⃗

és
p⃗ 2 = a⃗ 2 = b⃗ 2 = c⃗ 2 = d⃗ 2 = e⃗ 2 = f⃗ 2 = r2

ahol r a kör sugara, kapjuk

PA2 + PB2 + PC2 + PD2 + PE2 + PF 2 = 18r2

A feladat szerint

12r2 = 108
r = 3

Mivel P pont választása tetszőleges volt, ezért a kör sugara csak 3 egység lehet.
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2022/GI/5. feladat
Melyik az a legnagyobb n pozitív egész szám, amelyre a

60!
(10!)n

tört értéke egész szám?

2022/GI/5. megoldás
Ha a tört értéke egész szám, akkor minden nevezőben levő számmal le lehet egyszerűsíteni a
számlálót.
Vizsgáljuk meg a nevező prímtényezős felbontását

10! = 28 · 34 · 52 · 7

(10!)n = 28n · 34n · 52n · 7n

A számlálót ezen prímekkel le lehet egyszerűsíteni, ezért nézzük meg 60! prímtényezős felbon-
tásában a 2, 3, 5, 7 prímek kitevőjét.

60! = 256 · 328 · 514 · 79 · A

ahol A egész szám és nem tartalmazza a 2, 3, 5, 7 prímeket.

60!
(10!)n

= 256 · 328 · 514 · 79 · A

28n · 34n · 52n · 7n

A tört akkor egész (lehet leegyszerűsíteni az összes, nevezőben levő prímmel), ha teljesülnek a
következő egyenlőtlenségek:

8n ≤ 56 4n ≤ 28 2n ≤ 14 n ≤ 9
n ≤ 7 n ≤ 7 n ≤ 7 n ≤ 9

A fenti feltételek mindegyikét kielégítő legnagyobb pozitív egész szám az n=7.
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