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2022/GII/1. feladat
Tekintsük a következő számokat:

a1 =1! a2 =1! + 2!
a3 =1! + 2! + 3! a4 =1! + 2! + 3! + 4!

. . .

an =1! + 2! + 3! + 4! + . . . + n!
Határozzuk meg az n egész szám legkisebb értékét úgy, hogy a fenti számok között legyen
legalább kettő, amelyek 45-tel való osztási maradéka megegyezik.

2022/GII/1. megoldás
Számítsuk a megadott számok 45-tel való osztási maradékát

a1 =1! = 1 maradék = 1
a2 =1! + 2! = 3 maradék = 3
a3 =1! + 2! + 3! = 9 maradék = 9
a4 =1! + 2! + 3! + 4! = 33 maradék = 33
a5 =1! + 2! + 3! + 4! + 5! = 153 maradék = 18
a6 =1! + 2! + 3! + 4! + 5! + 6! = 873 maradék = 18

Mivel 6! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 = 45 · 16, ami osztható 45-tel, ezért a6 osztási maradéka megegyezik
az a5 osztási maradékával.
Mivel 7! = 6! · 7 = 45 · 16 · 7, ami osztható 45-tel, ezért a7 osztási maradéka megegyezik az a6
és így a5 osztási maradékával.
És ugyanez igaz a további maradékokra is, innentől kezdve minden maradék 18.
Tehát n lehető legkisebb értéke 6.
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2022/GII/2. feladat
Oldjuk meg a valós számpárok halmazán a következő az egyenletrendszertx2 + 5log25(x2−y+3) = y + 9

log2(x + 6y) − log2(x + y + 2) = 2

2022/GII/2. megoldás
A logaritmus és a hatvány függvény értelmezése miatt

x2 − y + 3 > 0; y + 9 > 0; x + 6y > 0; x + y + 2 > 0

Kezdjük ez első egyenlettel.

x2 + 5log25(x2−y+3) = y + 9

x2 +
√

25log25(x2−y+3) = y + 9
x2 +

√
25log25(x2−y+3) = y + 9

x2 +
√

x2 − y + 3 = y + 9

x2 − y − 9 +
√

x2 − y + 3 = 0

x2 − y + 3 +
√

x2 − y + 3 − 12 = 0

Vezessünk be új ismeretlent
a =

√
x2 − y + 3 (a ≥ 0)

Ekkor a kövekező egyenlethez jutunk

a2 + a − 12 = 0

a1 = −4; a2 = 3

Mivel a1 < 0, ezért ez nem lehejön szóba, tehát√
x2 − y + 3 = 3
x2 − y + 3 = 9

x2 = y + 6

Nézzük a második egyenletet

log2(x + 6y) − log2(x + y + 2) = 2

log2

(
x + 6y

x + y + 2

)
= 2

a logaritmus függvény definíciója szerint
x + 6y

x + y + 2 = 22 = 4

2y = 3x + 8
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Tehát egyenletrendszerünk a rendezések után a következőx2 = y + 6
2y = 3x + 8

Első egyenletből y = x2 − 6, ezt a második egyenletben használva

2y = 3x + 8
2(x2 − 6) = 3x + 8

2x2 − 3x − 20 = 0

x1 = −5
2; x2 = 4

Így a megoldások M1

(
−5

2; 1
4

)
és M2(4; 10)

A kikötések és az ellenőrzés csak az M2(4; 10) megoldást találják jónak.
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2022/GII/3. feladat
Mennyi a következő kifejezés legnagyobb értéke? Milyen x-re veszi fel a legnagyobb értéket?

f(x) =
√

2 sin x − sin x

2022/GII/3. megoldás
A gyök miatt sin x ≥ 0, azaz 0 + 2kπ ≤ x ≤ π + 2kπ; k ∈ Z.
Vezessünk be új ismeretlent

a =
√

2 sin x; (a ≥ 0)
Ekkor a vizsgálandó kifejezésünk

a − 1
2a2 = −1

2(a2 − 2a) = 1
2 − 1

2(a − 1)2 ≤ 1
2

f(x) ≤ 1
2

A maximumát akkor veszi fel, ha
a = 1

√
2 sin x = 1

sin x = 1
2

Ezt a
x1 = π

6 + 2kπ; x2 = 5π

6 + 2kπ; k ∈ Z

helyeken veszi fel.

2. Megoldás

A gyök miatt sin x ≥ 0, azaz 0 + 2kπ ≤ x ≤ π + 2kπ; k ∈ Z.
Alkalmazzunk egy számtani-mértani egyenlőtlenséget a nem negatív

√
sin x és

√
2 −

√
sin x

számokra √√
sin x

(√
2 −

√
sin x

)
≤

√
sin x +

√
2 −

√
sin x

2 =
√

2
2√√

sin x
(√

2 −
√

sin x
)

≤
√

2
2

√
sin x

(√
2 −

√
sin x

)
≤ 2

4 = 1
2

√
2 sin x − sin x ≤ 1

2
Egyenlőség akkor lesz, ha

√
sin x =

√
2 −

√
sin x ⇒ 2

√
sin x =

√
2

sin x = 1
2

Ezt a
x1 = π

6 + 2kπ; x2 = 5π

6 + 2kπ; k ∈ Z

helyeken veszi fel.
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2022/GII/4. feladat
Oldjuk meg az egyenletet a pozitív egész számok halmazán!

1
x

+ 1
y

= 1
7

2022/GII/4. megoldás
Megoldhatóság feltétele, hogy x ̸= 0 és y ̸= 0 teljesüljön. Rendezzük és alakítsuk szorzattá

1
x

+ 1
y

= 1
7

7x + 7y = xy

49 = xy − 7x − 7y + 49
49 = x(y − 7) − 7(y − 7)
49 = (x − 7)(y − 7)

Mivel x és y pozitív egész számok, ezért 49-et felírtunk 2 egész szám szorzatára. Menjünk végig
a lehetséges eseteken

x − 7 y − 7 x y
49 1 56 8
7 7 14 14
1 49 8 56

−1 −49 6 −42
−7 −7 0 0
−49 −1 −42 6

Csak az első három sor ad jó megoldást.
Az egyenlet megoldásai: (8; 56); (56; 8); (14; 14), amelyeket az ellenőrzés is jónak talál.

2. Megoldás

Oldjuk meg az egyenletet y-ra.
Ha x = 7 lenne, akkor 1

y
-nak nullával kellene egyenlőnek lennie, ami nem lehetséges. Tehát

x ̸= 7. És y ̸= 7 is igaz ugyanezen gondolatok miatt.

1
x

+ 1
y

= 1
7

1
y

= 1
7 − 1

x
= x − 7

7x

y = 7x

x − 7 = 7x − 49 + 49
x − 7 = 7(x − 7) + 49

x − 7
y = 7 + 49

x − 7
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Mivel y egész, ezért a törtnek is egésznek kell lennie, tehát x − 7 osztója 49-nek.

x − 7 x y
49 56 8
7 14 14
1 8 56

−1 6 −42
−7 0 0
−49 −42 6

Csak az első három sor ad jó megoldást.
Az egyenlet megoldásai: (8; 56); (56; 8); (14; 14), amelyeket az ellenőrzés is jónak talál.
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2022/GII/5. feladat
Egy ABC derékszögű háromszög befogói 6 és 8 egység hosszúak. Egy olyan PQR egyenlő szárú
háromszöget írunk bele, amelynek P csúcsa az átfogóra, alapjának Q és R végpontja pedig a
BC illetve az AC befogóra illeszkedik és szimmetriatengelye merőleges az átfogóra. Határozzuk
meg, mekkora az ABC háromszögbe írható legnagyobb területű PQR háromszög alapja!

2022/GII/5. megoldás
Használjuk az ábra jelöléseit. Legyen RQ = x (0 ≤ x ≤ 10).

A B

C

R Q

P

D E

F

Az AB átfogót Pitagorasz tételéből számolva

AB2 = BC2 + CA2 = 62 + 82 = 100 ⇒ AB = 10

A CF magasságot a területből számolva

T = 6 · 8
2 = 24 = AB · FC

2 ⇒ FC = 24
5

Az RQC és ABC háromszögek hasonlók

CD

RQ
= CF

AB
⇒ CD = RQ · CF

AB
= RQ · 12

25 = 12
25x

Felírva az RPQ háromszög területét (0 ≤ x ≤ 10)

tRP Q = RQ · EP

2 = RQ · DF

2 =
x ·
(24

5 − x
12
25

)
2 = −x2 · 12

25 + x · 24
5 =

= −12
25
(
x2 − 10x

)
= 12 − 12

25 (x − 5)2

tRP Q = 12 − 12
25 (x − 5)2 ≤ 12

A legnagyobb terület 12 és ezt x = 5 esetén éri el.
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