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2022/GII/1. feladat
Tekintstik a kovetkezo szamokat:

aq =1! a9 =1! + 21

ap =11 +2! 4+ 31+ 4!+ ... +n!
Hatarozzuk meg az n egész szam legkisebb értékét tgy, hogy a fenti szamok kozott legyen

legalabb kettd, amelyek 45-tel val6 osztasi maradéka megegyezik.

2022/GII/1. megoldas
Szamitsuk a megadott szamok 45-tel val6 osztasi maradékat

ap=11=1 maradék =1
as =1!'+2!'=3 maradék =3
az =1'+21+3!'=9 maradék =9
as =1+ 21+ 3!+ 4! =33 maradék = 33
as =1'+ 2! + 3! + 4! + 5! = 153 maradék = 18
ag =11+ 2!+ 3! + 4! 4+ 5! + 6! = 873 maradék = 18

Mivel 6! =1-2-3-4-5-6 = 45- 16, ami oszthatd 45-tel, ezért ag osztasi maradéka megegyezik
az as osztasi maradékaval.

Mivel 7! = 6! -7 =45-16 - 7, ami oszthato 45-tel, ezért a; osztasi maradéka megegyezik az ag
és igy as osztasi maradékaval.

Es ugyanez igaz a tovabbi maradékokra is, innentél kezdve minden maradék 18.

Tehat n lehet6 legkisebb értéke 6.
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2022/GII/2. feladat
Oldjuk meg a valds szamparok halmazan a kovetkezo az egyenletrendszert

22 4 Hlosas(@®—yH3) — ¢ 4 9
logy(x + 6y) — logy(x +y +2) =2

2022/GII/2. megoldas
A logaritmus és a hatvany fliggvény értelmezése miatt

2 —y+3>0; y+9>0; x + 6y > 0; r+y+2>0
Kezdjiik ez els6 egyenlettel.

22 4 5logas(@®—y+3) _ y+9

24 mlog%(ztyﬂ) 49

22 4 V251085(@—y3) — 4 19

e —y+3=y+9
xQ—y—9+\/m=0
P —y+ 34 Jat—y+3-12=0

a=/r2—y+3 (a >0)

Ekkor a kovekezo egyenlethez jutunk

Vezessiink be 1j ismeretlent

a>+a—12=0
a) = —47 9 = 3
Mivel a; < 0, ezért ez nem lehejon szoba, tehéat
Vet —y+3=3

2 —y+3=9
x2=y+6

Nézziik a masodik egyenletet

logy(z + 6y) — logy(z +y +2) =2

x + 6y
logy | ———= ] =2
rT+y+2

a logaritmus fiiggvény definicidja szerint

x + 6y 2y
rT+y+2
20=3x+8
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Tehat egyenletrendszeriink a rendezések utan a koévetkezo

??=y+6
20 =3x+8

Elsé egyenletbdl y = 22 — 6, ezt a masodik egyenletben haszndlva

2y =3z +8

2(z* —6) =3x +8

22° —3x —20=0
5.

1 — ——=

=4
27 )

5 1\ ,
2 4) és M (4;10)
A kikotések és az ellenérzés csak az My (4;10) megoldast taldljak jénak.

gy a megoldésok M, (—
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2022/GI1/3. feladat
Mennyi a kovetkezo kifejezés legnagyobb értéke? Milyen x-re veszi fel a legnagyobb értéket?

f(x) =+V2sinz —sinz

2022/GII/3. megoldas
A gyok miatt sinx > 0, azaz 0 4+ 2kn <z < 7w+ 2km; k € Z.

Vezesstink be 1j ismeretlent
a=+v2sinz; (a >0)

Ekkor a vizsgalandé kifejezéstink

1, 1, 11 , 1
= (a2 —%) = - — “(a—1)2< =
a- e = pla s =5 -gla-isg

1

f(x)gi

A maximumat akkor veszi fel, ha

a=1

V2sinx =1

. 1

sinx = —

2

Ezt a

:%+2k7r; xgzg)g—i-2k7r; kelZ

helyeken veszi fel.

2. Megoldas

A gyok miatt sinx > 0, azaz 0+ 2kn < x < 7w+ 2km; k € Z.

Alkalmazzunk egy szamtani-mértani egyenlStlenséget a nem negativ v/sinz és v/2 — v/sinx
szamokra

Vsinz + 2 — Vsinz V2
\/§ \/smx)g 5 :7

IN

(
vVsinx (\/5 V'sin x)
(\/§ Vsin :c)
V2sinx —sinx

IN

|/\
[N}
\H%\MM‘S
[\

Egyenloség akkor lesz, ha
\/sinm:ﬂ—\/sinx = 2\/sinx:\/§

sinx =

DN | —

Ezt a .
$1:%+2k7r; x2:g+2k7r; kel

helyeken veszi fel.
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2022/GII/4. feladat
Oldjuk meg az egyenletet a pozitiv egész szadmok halmazan!

1 1 1

x+y 7

2022/GII/4. megoldas
Megoldhatosag feltétele, hogy = # 0 és y # 0 teljesiiljon. Rendezziik és alakitsuk szorzatta

1 1
y 7
T+ Ty =2y
49 = zy — T — Ty + 49
O=z(y-7-7y-T7)
9= @-7Y-17)

1
T
x

Mivel x és y pozitiv egész szamok, ezért 49-et felirtunk 2 egész szam szorzatara. Menjunk végig
a lehetséges eseteken

r—T7|y—T7| x Y
49 1 56 8
7 7 14 14
1 49 8 56
-1 —49 6 | —42
-7 -7 0 0
—49 | —1 | —42| 6

Csak az els6 harom sor ad jo megoldast.

Az egyenlet megoldésai: (8;56); (56;8); (14;14), amelyeket az ellenérzés is jénak taldl.

2. Megoldas

Oldjuk meg az egyenletet y-ra.

Ha x = 7 lenne, akkor —-nak nulldval kellene egyenlének lennie, ami nem lehetséges. Tehat
Y

x # 7. Es y # 7 is igaz ugyanezen gondolatok miatt.

1 1 1
sty
1 1 1 z-7
y 7 oz Tz
Tr Tr—49+49  T(x—-7)+49
Ve T x =17 B x—17
y:7+479
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Mivel y egész, ezért a tortnek is egésznek kell lennie, tehat x — 7 osztdja 49-nek.

r—T7| x Y
49 56 8
7 14 14
1 8 56
—1 6 | —42
-7 0 0
—49 | 42| 6

Csak az elsé harom sor ad jo megoldast.
Az egyenlet megoldasai: (8;56); (56;8); (14;14), amelyeket az ellenérzés is jonak talal.
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2022/GI1/5. feladat

Egy ABC' derékszogli haromszog befogdi 6 és 8 egység hossziiak. Egy olyan PQ R egyenld szara
haromszoget irunk bele, amelynek P csicsa az atfogéra, alapjanak () és R végpontja pedig a
BC illetve az AC' befogora illeszkedik és szimmetriatengelye meroleges az atfogéra. Hatérozzuk
meg, mekkora az ABC' haromszogbe irhaté legnagyobb teriilettit PQQ R haromszog alapjal

2022/GII/5. megoldas
Hasznéljuk az dbra jeloléseit. Legyen RQ =z (0 < z < 10).

C

E
-/

a
F

A P B

Az AB atfogét Pitagorasz tételébol szamolva
AB? = BC? + CA* =6 + 8% =100 = AB =10

A CF magassagot a teriiletbdl szamolva

6-8 AB - FC 24
Sl oy =2 FC =2
2 2 ~ C=3

Az RQC és ABC haromszogek hasonlok

T —

CD CF CF 12 12
= =

RO~ AB CD=RQJp =R 55 =557

Felirva az RP(Q) haromszog teriiletét (0 < x < 10)

x.<24_x12)
tRPQ:RQéEP:RQ-QDF: 52 25 :—I2~;§+x-2::
——;g(xZ—IOx)—IZ—;g(x—@Q
tRpQ:12—;§(:c—5)2<12

A legnagyobb teriilet 12 és ezt x = 5 esetén éri el.




