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2022/TII/1. feladat
Oldjuk meg az egyenletrendszert a valós számok halmazán:x2 + y

√
x
√

y = 336
y2 + x

√
xy = 112

2022/TII/1. megoldás
A gyökjel miatt x ≥ 0 és y ≥ 0.
Ha x = 0 lenne, akkor az első egyenlet bal oldalán 0, míg jobb oldalán 336 van.
Ha y = 0 lenne, akkor a második egyenlet bal oldalán 0, míg jobb oldalán 112 van.
Egyik sem lehet, tehát

x > 0; y > 0
Alakítsuk szorzattá a bal oldalakat, majd osszuk el őket egymással (hiszen a bal oldal nem
nulla az előzőek szerint) 
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Ezt a második egyenletbe visszahelyettesítva és megoldva

y2 + x
√

xy = 112

y2 + 9y
√

9y2 = 112
y2 + 27y2 = 112

y2 = 4
y1 = 2; y2 = −2

A kikötés szerint y > 0, tehát csak y = 2 lehet, ekkor pedig x = 9y = 18, tehát a megoldás

M(18; 2)

Az ellenőrzés a kapott megoldást jónak találja.

2. Megoldás
A gyökjel miatt x ≥ 0 és y ≥ 0.
Ha x = 0 lenne, akkor az első egyenlet bal oldalán 0, míg jobb oldalán 336 van.
Ha y = 0 lenne, akkor a második egyenlet bal oldalán 0, míg jobb oldalán 112 van.
Egyik sem lehet, tehát

x > 0; y > 0
Rendezzük az első egyenletet, majd vonjuk ki belőle a második egyenletet háromszorosát és
alakítsuk szorzattá x2 + y
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mivel x > 0; y > 0, ezért
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tehát √
x − 3√

y = 0
√

x = 3√
y

x = 9y

Ezt az első egyenletbe visszahelyettesítve

x2 + y
√

x
√

y = 336
81y2 + 3y2 = 336

84y2 = 336
y2 = 4

y1 = 2; y2 = −2

A kikötés szerint y > 0, tehát csak y = 2 lehet, ekkor pedig x = 9y = 18, tehát a megoldás

M(18; 2)

Az ellenőrzés a kapott megoldást jónak találja.
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2022/TII/2. feladat
Ábrázoljuk közös koordináta-rendszerben a következő függvényeket:

f(x) = 4 + |x + 1| − |x − 2|; g(x) = x2

majd oldjuk meg az f(x) = g(x) egyenletet a valós számok halmazán.

2022/TII/2. megoldás
Az abszolút érték dfinícióját használva

|x + 1| =

x + 1, −1 ≤ x

−(x + 1), x < −1
|x − 2| =

x − 2, 2 ≤ x

−(x − 2), x < 2

Ezek után

f(x) =


7, 2 ≤ x

2x + 3, −1 ≤ x < 2
1, x < −1

a) Ábrázoljuk a függvényeket közös koordináta rendszerben

X

Y

O 1
1

b) Keressük a metszéspontokat az adott intervallumokon.
x < −1, ekkor

1 = x2

x = ±1

Az intervallumot figyelembe véve nincs jó megoldás.
−1 ≤ x < 2, ekkor

2x + 3 = x2

0 = x2 − 2x − 3
x1 = −1; x2 = 3

Az intervallumot figyelembe véve az x = −1 jó megoldás.
2 ≤ x, ekkor

7 = x2

x = ±
√

7

Az intervallumot figyelembe véve csak az x =
√

7 a jó megoldás
Tehát csak az x1 = −1 és x2 =

√
7 a megoldás.
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2022/TII/3. feladat
a) Melyik az a legnagyobb n egész szám, melyre

√
n + 1 −

√
n >

1
10

b) Az a, b, c, d valós számokra a

b
= b

c
= c

d
= d

a
teljesül.

Mennyi lehet a + b + c + d

a + b + c − d
értéke?

2022/TII/3. megoldás
a) A gyökjel miatt n ≥ 0. Rendezzük és emeljünk négyzetre majd ezt ismételjük meg

√
n + 1 −

√
n >

1
10

√
n + 1 >

1
10 +

√
n

n + 1 >
1

100 + 1
5

√
n + n

99
20 >

√
n

9801
400 > n

Az egyenlőtlenség teljesül:
9801
400 > n ( ≥ 0)

A legnagyobb egész szám, amire teljesül (figyelembe véve, hogy 9801
400 = 24,5025) a 24.

b) A feltétel miatt a; b, c, d egyike sem lehet nulla. Legyen k ̸= 0 az a szám, melyre

a

b
= b

c
= c

d
= d

a
= k

azaz
a = kb; b = kc; (a = k2c) c = kd; (a = k3d) d = ka

a = k4a (a ̸= 0)

k4 = 1 ⇒ k = ±1

Ha k = 1, akkor b = a, c = a, d = a, és így

a + b + c + d

a + b + c − d
= a + a + a + a

a + a + a − a
= 4a

2a
= 2

Ha k = −1, akkor b = −a, c = a, d = −a, és így

a + b + c + d

a + b + c − d
= a − a + a − a

a − a + a − (−a) = 0
3a

= 0
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2022/TII/4. feladat
Egy 64 egybevágó kiskockából épített nagyobb kocka lapjait befestettük zöldre. Ezután szét-
szedtük és darabjait egy zsákban összekevertük, majd a zsákból véletlenszerűen kiválasztunk
két kiskockát. Mennyi a valószínűsége annak, hogy

a) egyik kiskockának sincs zöld lapja?
b) mindkét kiskockának legalább két lapja zöld?

2022/TII/4. megoldás
Az nagy kocka mérete 4 × 4 × 4 = 64.
Befestés után a festett lapok száma szerint számolunk.

– Nincs zöld lapja
ezek a nagyobb kocka belsejében voltak, számuk 2 · 2 · 2 = 8

– Egy zöld lapja van
ezek a nagykocka lapjainak közepén voltak, számuk 6 · 2 · 2 = 24

– Két zöld lapja van
ezek a nagykocka éleinek a közepén voltak, számuk 12 · 2 = 24

– Három zöld lapja van
ezek a nagykocka csúcsainál voltak, számuk 8

Összes lehetőség 2 kiskocka kiválasztására(
64
2

)
= 2016

Most már könnyen tudunk válaszolni a kérdésekre.

a) Ekkor a 8 kockából (nincs zöld lapja) választunk
(

8
2

)
= 28. A keresett valószínűség

P = 28
2016 = 1

72 ≈ 1,39%

b) Ezek száma 24+8 = 32 (kettő vagy három zöld lapja van). Ekkor a 32 kockából választunk(
32
2

)
= 496. A keresett valószínűség

P = 496
2016 = 31

126 ≈ 24,60%
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2022/TII/5. feladat
A folyóparton egy téglalap alakú területet szeretnénk bekeríteni. A kerítést a téglalap 3 oldalán
kell csak elkészíteni, a negyedik a folyó partja lesz. Ehhez rendelkezésre áll 100 méter hosszú
kerítés. A kerületen 4 métert ki kell hagyni egy kapunak (oda nem kell kerítés). Hogyan
válassszuk meg a téglalap méretét, hogy a lehető legnagyobb területet tudjuk megkapni?

2022/TII/5. megoldás
Legyen a téglalap folyóval párhuzamos oldala a, másik két oldal pedig b.

Fo
ly

ó

Telek a

b

b

Feltételek szerint a kerületre

a + 2b = 104 (0 ≤ a ≤ 104; 0 ≤ b ≤ 52)

és a terület, azaz t = ab maximumát keressük.

t = ab = b(104 − 2b) = −2b2 + 104 = −2(b2 − 52) = −2 (a − 26)2 + 2 · 262

t = ab = −2 (a − 26)2 + 2 · 262 ≤ 2 · 262

Tehát a maximális terület 2 · 262 és ezt b = 26 választással érhető el.
A harmadik oldal ekkor 52.

2. megoldás
Használjuk az előző ábra jelölését. A feltételek szerint a kerületre

a + 2b = 104 (0 ≤ a ≤ 104; 0 ≤ b ≤ 52)

és a terület, azaz t = ab maximumát keressük.

t = ab = b(104 − 2b) = 2 · b(52 − b)

Alkalmazzunk egy számtani-mértani egyenlőtlenséget a nem negatív b és 52 − b számokra
√

b(52 − b) ≤ b + (52 − b)
2 = 52

2 = 26√
b(52 − b) ≤ 26
b(52 − b) ≤ 262

t = 2 · b(52 − b) ≤ 2 · 263

Tehát a maximális terület 2 · 262 és ezt b = 52 − b, azaz b = 26 választással érhető el. A
harmadik oldal ekkor 52.
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