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2023/GII/1. feladat
Hány olyan, 2023-nál nem nagyobb pozitív egész szám van, amellyel a 10!-t megszorozva négy-
zetszámot kapunk eredményül?

2023/GII/1. megoldás
A megoldandó egyenlet

x · 10! = y2

ahol x; y ∈ N és x ≤ 2023
Bontsuk fel prímtényezők szorzatára 10!-t

10! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 = 28 · 34 · 52 · 7

tehát egyenletünk
x · 28 · 34 · 52 · 7 = y2

A jobb oldalon négyzetszám áll, tehát a bal oldalon is. Egy négyzetszámban minden prím
hatványkitevője páros szám, így x prímfelbontásában 7 mindenképpen szerepel, ezen kívül a
többi résznek négyzetszámnak kell lennie

x = 7 · k2 ≤ 2023
k2 ≤ 289 = 172

Ilyen k számból 17 darab van, így 17 darab ilyen szám van összesen:

x ∈ {7 · 12; 7 · 22; 7 · 32; . . . ; 7 · 172; }
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2023/GII/2. feladat
Legyen az A esemény={Egy 1024-nél nem nagyobb pozitív egész páros szám felírható három
különböző egész 2-hatvány összegeként}. Legyen a B esemény={ Egy 1024-nél nem nagyobb
pozitív egész szám felírható négy különböző egész 2-hatvány összegeként}. Melyik esemény
valószínűsége nagyobb?

2023/GII/2. megoldás
Tekintsük a 2 hatványokat 1024-ig:

20 = 1; 21 = 2; 22 = 4; 23 = 8; . . . 29 = 512; 210 = 1024

A esemény vizsgálata
A felsorolt kettő hatványok közül hármat választva páros számot szeretnénk kapni, tehát sem
az 1; sem a 1024 nem jöhet szóba, kettőt nem használhatunk.
A maradék 9-ből bármely hármat választva párosat és 1024-nél kisebbet kapunk összegre. Bár-
mely három választása esetén különbözőt kapunk.

Ilyen hármast ki tudunk választani
(

9
3

)
= 84 féleképpen.

Az összes páros számok száma 1024
2 = 512.

Tehát az A esemény valószínűsége
P (A) = 84

512
B esemény vizsgálata
A felsorolt kettő hatványok négyet választva bármilyen számot kaphatunk, de a 1024 nem jöhet
szóba, egy számot nem használhatunk.
A maradék 10-ből bármely négyet választva 1024-nél kisebbet kapunk összegre. Bármely négy
választása esetén különbözőt kapunk.

Ilyen négyest ki tudunk választani
(

10
4

)
= 210 féleképpen.

Az összes számok száma 1024.
Tehát az B esemény valószínűsége

P (B) = 210
1024

Kaptuk
P (A) = 84

512 = 168
1024 <

210
1024 = P (B)

P (A) < P (B)

Tehát a B esemény valószínűsége nagyobb.
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2023/GII/3. feladat
Az ABCD trapéz párhuzamos oldalaira AB : CD = 3 : 2; valamint a trapéz m magasságára
teljesül, hogy AB = CD + m. A D-n átmenő BC-vel párhuzamos egyenes az AB oldalt E-
ben metszi. Legyen P az AC és BD metszéspontja, Q pedig az EC és DB metszéspontja.
Hányadrésze a CPQ háromszög területe a trapéz területének?

2023/GII/3. megoldás
Használjuk az ábra jelöléseit

A B

CD

E

P
Q

m1
m2

A feltételek szerint AB = 3m és CD = 2m, ahol m a trapéz magassága.
A CDF△ ∼ ABF△ megegyező szögeik miatt és a hasonlósági arány a párhuzamos alapok
aránya: 2 : 3.

Így a CDF háromszög magassága a trapéz magasságának 2
5 -öd része, tehát m1 = 2

5m.

Az EBCD paralelogrammának átlóinak felezőpontja Q, így m2 = 1
2m

A háromszögek területei:

tDP C = CD · m1

2 =
2m · 2

5m

2 = 2
5m2

tDQC = CD · m2

2 =
2m · 1

2m

2 = 1
2m2

A CPQ háromszög területe

tCP Q = tDQC − tDP C = 1
2m2 − 2

5m2 = 1
10m2

Az ABCD trapéz területe
tABCD = 2m + 3m

2 m = 5
2m2

A keresett arány

tCP Q

tABCD

=
1
10m2

5
2m2

= 1
10 · 2

5 = 1
25
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2023/GII/4. feladat
Oldja meg a valós számok halmazán a következő egyenletet.

25tg2 x + 5
1

cos2 x = 6

2023/GII/4. megoldás
Az egyenlet megoldhatóságának feltétele cos2 x ̸= 0.
Alakítsuk át először az 5 kitevőjét

1
cos2 x

= sin2 x + cos2 x

cos2 x
= sin2 x

cos2 x
+ cos2 x

cos2 x
= tg2 x + 1

Akkor nézzük az egyenletet

25tg2 x + 5
1

cos2 x = 6(
52
)tg2 x

+ 5tg2 x+1 = 6(
5tg2 x

)2
+ 5 · 5tg2 x = 6

Vezessünk be új ismeretlent

a = 5tg2 x (a > 0)
a2 + 5a = 6

a2 + 5a − 6 = 0
a1 = −6 a2 = 1

Mivel a1 negatív, így ez nem jöhet szóba, csak az a2 = 1. Ekkor

a2 = 5tg2 x = 1 = 50

A hatvány függvény szigorú monotonitása miatt

tg2 x = 0
tg x = 0

x = kπ; k ∈ Z

Az ellenőrzés a megoldást jónak találja.
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2023/GII/5. feladat
Oldja meg a valós számok halmazán a következő egyenlőtlenséget.

4x2(
1 −

√
1 + 2x

)2 < 2x + 9

Hány egész szám van a megoldások között?

2023/GII/5. megoldás
Értelmezési tartományt vizsgálva

1 + 2x ≥ 0 1 −
√

1 + 2x ̸= 0 0 ≤ 2x + 9

x ≥ −1
2 x ̸= 0 −9

2 ≤ x

Összesítve
−1

2 ≤ x; x ̸= 0

A bal oldali törtet gyöktelenítve

2x

1 −
√

1 + 2x
= 2x

1 −
√

1 + 2x
· 1 +

√
1 + 2x

1 +
√

1 + 2x
= 2x(1 +

√
1 + 2x)

1 − (1 + 2x) =

= 2x(1 +
√

1 + 2x)
−2x

= −(1 +
√

1 + 2x)

A megoldandó egyenlőtlenség (
−(1 +

√
1 + 2x)

)2
< 2x + 9

1 + 2
√

1 + 2x + (1 + 2x) < 2x + 9
2
√

1 + 2x < 7
4(1 + 2x) < 49

x <
45
8

Az értelmezési tartományt figyelembe véve a megoldás

−1
2 ≤ x <

45
8 ; x ̸= 0

Ezen az intervallumon öt egész szám van, ezek

1; 2; 3; 4; 5
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