GyMS MMV 2023

2023/GII/1. feladat
Hany olyan, 2023-nél nem nagyobb pozitiv egész szam van, amellyel a 10!-t megszorozva négy-
zetszamot kapunk eredményiil?

2023/GII/1. megoldas
A megoldandé egyenlet
z-10! = ¢?

ahol x; y € N és x < 2023
Bontsuk fel primtényezok szorzatara 10!-t

100=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10=2%-3*.52.7

tehat egyenletiink
z-28.30.52. 7 =4

A jobb oldalon négyzetszam all, tehat a bal oldalon is. Egy négyzetszamban minden prim
hatvanykitevéje paros szam, igy x primfelbontasaban 7 mindenképpen szerepel, ezen kiviil a
tobbi résznek négyzetszamnak kell lennie

x="T-k*<2023
k? <289 = 172

llyen k szamboél 17 darab van, igy 17 darab ilyen szam van Osszesen:

re{7-1% 7-2% 7-3% .., 7-17% )
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2023/GI1/2. feladat
Legyen az A esemény={Egy 1024-nél nem nagyobb pozitiv egész paros szdm felirhat6 harom
kiillonbo6z6 egész 2-hatvany osszegeként}. Legyen a B esemény={ Egy 1024-nél nem nagyobb
pozitiv egész szam felirhaté négy killonbo6z6 egész 2-hatvany osszegeként}. Melyik esemény
valészintisége nagyobb?

2023/GII/2. megoldas
Tekintstik a 2 hatvanyokat 1024-ig:

20=1;2'=2; 22 =4; 22 =8; ... 29 =512; 29 = 1024

A esemény vizsgalata

A felsorolt ketté hatvanyok koziill harmat valasztva paros szamot szeretnénk kapni, tehat sem
az 1; sem a 1024 nem johet széba, kettét nem hasznalhatunk.

A maradék 9-b6l barmely harmat valasztva parosat és 1024-nél kisebbet kapunk sszegre. Bar-
mely harom valasztasa esetén kiilonbo6zot kapunk.

9
Ilyen harmast ki tudunk valasztani (3) = 84 féleképpen.

1024 _ 510,

Az 6sszes paros szamok szama

Tehat az A esemény valbszintisége

B esemény vizsgalata

A felsorolt ketté hatvanyok négyet valasztva barmilyen szamot kaphatunk, de a 1024 nem johet
szoba, egy szamot nem hasznalhatunk.

A maradék 10-bél barmely négyet valasztva 1024-nél kisebbet kapunk osszegre. Barmely négy
valasztésa esetén kiilonbo6zot kapunk.

10
Ilyen négyest ki tudunk vélasztani (4) = 210 féleképpen.

Az Osszes szamok szdma 1024.

Tehat az B esemény valdszintisége
210

(B) = {022

Kaptuk
84 168 210

512 1024 ~ 1024
P(A) < P(B)

Tehat a B esemény valoszintisége nagyobb.

P(A) = P(B)
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2023/GII/3. feladat

Az ABCD trapéz parhuzamos oldalaira AB : C'D = 3 : 2; valamint a trapéz m magassagara
teljesiil, hogy AB = CD + m. A D-n atmen6é BC-vel parhuzamos egyenes az AB oldalt F-
ben metszi. Legyen P az AC és BD metszéspontja, () pedig az EC és DB metszéspontja.
Héanyadrésze a C'P(Q) haromszog teriilete a trapéz teriiletének?

2023/GII/3. megoldas
Hasznaljuk az dbra jeloléseit

D C

A B

A feltételek szerint AB = 3m és C'D = 2m, ahol m a trapéz magassaga.

A CDFA ~ ABF/A megegyez6 szogeik miatt és a hasonlosagi ardny a parhuzamos alapok
aranya: 2 : 3.

. 2 2
Igy a C'DF haromszog magassaga a trapéz magassaganak g—éd része, tehat m; = gm.

1
Az EBCD paralelogrammanak atléinak felezépontja @, igy my = 3m

A haromszogek teriiletei:

y _CD-ml_Zm%m_Q 9
pre=TTy Ty T

CD-my 2m-3m 1 ,
fpec === =5 ="

A C'PQ haromszog tertilete

Lo 2 o 1 5
teprq = tpge —tprc = 5m —Em = o™

Az ABC'D trapéz tertilete
2m + 3m d 4

tapcp = Tm = §m
A keresett arany
1
L2
terq _ 10" _ 1 2_ 1
taBcD S 10 5 25

m
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2023/GII/4. feladat
Oldja meg a valés szamok halmazan a kovetkezo egyenletet.

57T | Fers = 6

2023/GII/4. megoldas
Az egyenlet megoldhatésdgdnak feltétele cos® z # 0.

Alakitsuk at el6szor az 5 kitevjét

1 sinx +cos?z  sin’x  cos’zx

2. 2 - .t =tg’r +1
cos?2 x cos? x cos2x  cos?zw

Akkor nézziik az egyenletet
25%°% 4 5m7s — 6
(52)tg2z + 58—
(5%°%)" +5-5% =6

Vezessiink be 1 ismeretlent

a=5%" (a>0)

a’>+5a =6
a?4+5a—6=0
a1:—6 &221

Mivel a; negativ, igy ez nem johet széba, csak az a; = 1. Ekkor
4y =5%%=1=5"
A hatvany fiiggvény szigort monotonitasa miatt

tg?x =0
tgx =0
r = km; kelZ

Az ellenOrzés a megoldast jonak talalja.
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2023/GII/5. feladat
Oldja meg a valés szamok halmazéan a kovetkezo egyenlotlenséget.

4 2
’ 5 <2r+9
(1-vT+2z)
Héany egész szam van a megoldasok kozott?
2023/GII/5. megoldas
Ertelmezési tartomanyt vizsgalva
1+22>0 1—vV1+22#£0 0<2z+9
1 9
> 0 <
T > 5 x # 5 = T
Osszesitve
1
—5 < x; x#0

A bal oldali tortet gyoktelenitve

2x B 2x 1+vV1+2r  2z(1+ 1+ 2x)
1—V1+2r 1—-y1+2z 1+y1+20  1—(1+2z)

_ (1 +_V2; 2 Vi)

A megoldandé egyenlGtlenség

(—(1+\/1+231:))2 <249
1+2vV1+22+ (1+22) <2249

214+ 20 <7
4(1 4 2z) < 49

<45
x JRS—
8

Az értelmezési tartomanyt figyelembe véve a megoldas

1< <45
— l‘ _
2~ 8’

x#0
Ezen az intervallumon 6t egész szam van, ezek

1; 2, 3; 4, 5




