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2024/GI/1. feladat
Az alábbi grafikon két osztály matematika csoportjának jegyeit tartalmazza. Ki tudunk-e
cserélni a két csoportban egy–egy gyereket úgy, hogy a két csoport átlaga megegyezzen?
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2024/GI/1. megoldás
Gyűjtsük ki a jegyeket a grafikonból!

1 2 3 4 5 Diák
9.A 1 2 4 6 3 16
9.B 2 3 5 4 1 15

Helyezzünk át a 9.A-ból egy diákot (jegye legyen x) a 9.B-be. És vele egyidőben helyezzünk át
a 9.B-ből egy diákot (jegye legyen y) a 9.A-ba. (x, y ∈ N+ és 1 ≤ x,y ≤ 5)
Nézzük az átlagokat

9.A átlaga: 1 · 1 + 2 · 2 + 4 · 3 + 6 · 4 + 3 · 5 − x + y

16 = 56 − x + y

16

9.B átlaga:2 · 1 + 3 · 2 + 5 · 3 + 4 · 4 + 1 · 5 + x − y

15 = 44 + x − y

15

és az átlagok megegyeznek

56 − x + y

16 = 44 + x − y

15
840 − 15x + 15y = 704 + 16x − 16y

136 = 31x − 31y

136 = 31(x − y)

Az egyenlet jobb oldala osztható 31-gyel, míg a bal oldal nem. Ez ellentmondás!
Tehát nem lehet ezt a cserét megvalósítani.
Megjegyzés
x és y bármilyen értéke esetén igaz a feladatban tett megállapítás, azaz akárhány (szimmetrikus)
csere esetén sem lenne az átlag megegyező.
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2024/GI/2. feladat
Egy pozitív egész számot 36-os keverőszámnak nevezünk, ha osztható 36-tal, és a számjegyeit
tetszőlegesen átrendezve is 36-tal osztható számot kapunk. Hány olyan tízjegyű 36-os keverő-
szám létezik, amelynek a számjegyei között nem szerepel a nulla?

2024/GI/2. megoldás
Ha a szám osztható 36-tal, akkor 4-gyel és 9-cel is osztható!
Nézzük a 4-gyel való oszthatóságot!
Ekkor a szám páros, tehát bármely jegye páros az átrendezés miatt (kivéve a 0-t, amit a feladat
kizár).
2-es nem lehet a jegy, mert 22, 42, 62 és 82 közül egyik sem osztható 4-gyel.
6-os nem lehet a jegy, mert 46, 66 és 86 közül egyik sem osztható 4-gyel.
Tehát csak 4-es és 8-as jegyek szerepelhetnek (44, 48, 84 és 88 mind osztható 4-gyel).

Nézzük a 9-cel való oszthatóságot!
A számjegyek összegének oszthatónak kell lenni 9-cel.
Ha minden jegy 4-es lenne, akkor az számjegyösszeg 10 · 4 = 40 lenne.
Ha minden jegy 8-es lenne, akkor az számjegyösszeg 10 · 8 = 80 lenne.
Ugyanakkor mivel 4 is és 8 is osztható 4-gyel, a számjegyösszeg is osztható 4-gyel, következés-
képpen a számjegyösszeg osztható 4 · 9 = 36-tal.
Tehát olyan tízjegyű számo(ka)t keresünk, melyek 4-es és 8-as számjegyekből állnak, számjegy-
összegük osztható 36-tal és

40 ≤ számjegyösszeg ≤ 80

Ezen az intervallumon csak a 72 megfelelő.
Ez csak 2 darab 4-es és 8 darab 8-as felhasználásával lehetséges. Ezek számok száma

10!
2! · 8! = 45 =

(
10
2

)
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2024/GI/3. feladat
Az H = {1, 2, 3, . . . , n} halmaz elemeit valamilyen sorrendben egymás mellé írjuk. Minden
számból kivonjuk a sorszámát, tehát az első számból 1-et, a másodikból 2-t, és így tovább, az
utolsóból n-et. Lehet-e az így kapott különbségek szorzata páratlan szám, ha

a) n = 2023
b) n = 2024.

2024/GI/3. megoldás

a) Nem lehet páratlan a szorzat!
A H halmazban 1012 páratlan és 1011 páros szám van.
Bármilyen sorrendben is írjuk egymás alá őket, mindenképpen lesz olyan pár, amikor
páratlan szám alá páratlan kerül.
Ekkor ez a különbség páros lesz, tehát a szorzat is páros lesz!

b) Igen, lehet páratlan a szorzat!
Adunk egy megoldást a lehetségesek közül.
Válasszuk a következő sorrendet:

2; 1; 4; 3; 6; 5; . . . 2024; 2023

azaz minden páros számot megcserélünk az előtte levő páratlan számmal
Így ha a számokból kivonjuk a sorszámukat rendre

1; −1; 1; −1; . . . 1; −1

számokat kapjuk, amelyek mind páratlanok.
Páratlan számok szorzata páratlan, és ezek szerint ez a konstrukció jó!
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2024/GI/4. feladat
Tekintsük a következő egyenlőtlenségrendszer egész számokból álló megoldásait!y + 3 ≥ x2 + 2x

y − 6 ≤ −|x + 2|

Mekkora annak a valószínűsége, hogy egy megoldást adó számpár tagjainak szorzata pozitív?

2024/GI/4. megoldás
Ábrázoljuk az adott egyenlőtlenségeket függvényekként úgy, hogy egyenlőség szerepel, majd
nézzük meg az egyenlőtlenség mit jelent esetükben.
Az y + 3 = x2 + 2x összefüggést átrendezve y = x2 + 2x − 3, ami egy parabola.
Az egyenlőtlenség esetén a belső (origót tartalmazó) tartomány számít.
Az y −6 = −|x+2| összefüggést átrendezve y = 6−|x+2|, ami egy megfordított abszolútérték
függvény szintén az origót tartalmazó tartománnyal.
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Karikával jelöltük meg azokat az egész koordinátájú pontokat, melyekre mind a két egyenlőt-
lenség igaz.
A megjelöltek száma: 38 darab.
Azok koordinátáinak szorzata pozitív, melyek vagy mind a ketten pozitívak, vagy mind a ketten
negatívak.
Ezek száma az I. síknegyedben 3 darab; a III. síknegyedben 7 darab ilyen számpár van.
A keresett valószínűség:

P = 3 + 7
38 = 5

19
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2024/GI/5. feladat
Egy háromszögben az oldalak hossza a; b; c, a megfelelő súlyvonalak hossza sa, sb, sc. Igazoljuk,
hogy ha sb merőleges sc-re, akkor

b2 + c2 = 5a2

2024/GI/5. megoldás
Használjuk az ábra jelöléseit. Húzzuk meg a súlyvonalakat.

B C

A

SS

Tb
Tc

Ta

A súlyvonalat a súlypont harmadolja. Mivel sb merőleges sc-re,
az BCS háromszögben a Pitagorasz tételét felírva:(2

3sb

)2
+
(2

3sc

)2
= a2 ⇒ s2

b + s2
c = 9

4a2 (1)

az SCTb háromszögben a Pitagorasz tételét felírva:(2
3sc

)2
+
(1

3sb

)2
=
(1

2b
)2

⇒ 4s2
c + s2

b = 9
4b2 (2)

az BSTc háromszögben a Pitagorasz tételét felírva:(1
3sc

)2
+
(2

3sb

)2
=
(1

2c
)2

⇒ s2
c + 4s2

b = 9
4c2 (3)

Az utolsó két egyenletet (2) és (3) összeadva majd az első egyenletet (1) felhasználva

9
4b2 + 9

4c2 =
(
s2

c + 4s2
b

)
+
(
4s2

c + s2
b

)
9
4
(
b2 + c2

)
= 5s2

b + 5s2
c = 5

(
s2

b + s2
c

)
9
4
(
b2 + c2

)
= 5 · 9

4a2 = 9
4 · 5a2

b2 + c2 = 5a2

És ezt akartuk bizonyítani.
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