
GyMS MMV 2024

2024/GII/1. feladat
Egy 12 tanyából álló tanyaközpontban összesen 56 út van a tanyák között (egy út pontosan
két tanyát köt össze és két tanya között legfeljebb 1 út vezet). Mutassuk meg, hogy bármely
tanyáról eljuthatunk bármelyik másik tanyára a megadott utakon!

2024/GII/1. megoldás
Átfogalmazzuk gráfos megfogalmazásra a feladatot. Van egy egyszerű gráfunk, melynek 12
csúcsa és 56 éle van. Mutassuk meg, hogy a gráf összefüggő.

Izolált pont nem lehet a gráfban, mert akkor a 11 pontú egyszerű gráfnak 11 · 10
2 = 55 éle

lehetne legfeljebb.
A fokszámok összege 112, így a skatulyaelv miatt biztosan van legalább egy olyan pont, amely-
nek a foka legalább 10 (112 = 12 · 9 + 4).
Legyen ez az A pont.
Ha ennek a foka 11, akkor minden ponttal össze van kötve, így a gráf összefüggő.
Ha A pont foka 10, akkor nincs összekötve egy másikkal, legyen ez pl. B-vel. B viszont biztosan
össze van kötve az A-val összekötött 10 pont valamelyikével, különben izolált pont lenne (amit
láttunk, hogy nem lehet). Tehát a gráf ebben az esetben is összefüggő.
Vagyis bármely tanyáról bármely tanyára eljuthatunk a megadott utakon.
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2024/GII/2. feladat
Az ABCD trapéz rövidebbik párhuzamos oldala CD = 2 egység. Legyen M a trapéz átlóinak
metszéspontja. A trapéz kiegészítő CDE háromszögének területe 5-ször akkora, mint a MCD
háromszög területe. Határozzuk meg a trapéz hosszabb oldalának hosszát!

2024/GII/2. megoldás
Használjuk az ábra jelöléseit. Legyen AB = a és MDC háromszög DC oldalhoz tartozó
magassága m, az ABM háromszög AB oldalhoz tartozó magassága m′.
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Mivel TDCE = 5TDMC , ezért a DCE háromszög DC oldalhoz tartozó magassága 5m.
Az ABM és MCD háromszögek hasonlók, ezért az ABM háromszög AB-hez tartozó magas-
ságára
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Az ABE és DCE háromszögek hasonlók, ezért a magasságuk aránya megegyezik az oldalak
arányával
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A trapéz hosszabbik oldala 3 egység.
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2024/GII/3. feladat
Oldjuk meg az alábbi egyenletet a valós számok halmazán!

31+2x + 31−2x + x2 = 6

2024/GII/3. megoldás
Alakítsuk az egyenlet bal oldalát, közben használjuk, hogy egy pozitív szám és reciprokának az
összege nem kisebb, mint 2.

31+2x + 31−2x + x2 = 3 · 32x + 3
32x

+ x2 = 3
(

32x + 1
32x

)
+ x2 ≥ 3 · 2 + 0 = 6

31+2x + 31−2x + x2 ≥ 6

A feladat szerint itt egyenlőség van, tehát egyidejűleg fennáll, hogy

x2 = 0 32x + 1
32x

= 2

x = 0 32x = 1 = 30

x = 0

ami teljesül x = 0 esetén.
Az ellenőrzés a kapott megoldást jónak találja.

2. megoldás
Alakítsuk az egyenlet bal oldalát.

31+2x + 31−2x + x2 = 3 · 32x + 3
32x

+ x2 = 3 · 32x − 6 + 3
32x

+ x2 + 6 =

= 3 ·
(

32x − 2 + 1
32x

)
+ x2 + 6 = 3

(
3x − 1

3x

)2
+ x2 + 6 ≥ 0 + 0 + 6 = 6

31+2x + 31−2x + x2 ≥ 6

A feladat szerint itt egyenlőség van, tehát egyidejűleg fennáll, hogy

x2 = 0 3x − 1
3x

= 0

x = 0 32x = 1 = 30

x = 0

ami teljesül x = 0 esetén.
Az ellenőrzés a kapott megoldást jónak találja.
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2024/GII/4. feladat
Egy teremben fiúk és lányok egyaránt vannak. Ha a terembe két lány helyett két fiú jött volna
be, akkor a lányok és fiúk számának aránya 1

6 -dal csökken. Ha a terembe – az eredeti létszámot
tekintve – három fiú helyett három lány jött volna be, akkor a lányok és fiúk számának aránya
1
3 -dal növekedik. Hány lány volt eredetileg a teremben?

2024/GII/4. megoldás
A terembe menjen be eredetileg l lány és f fiú.
Ha két lány helyett 2 fiú jönne be

l

f
− 1

6 = l − 2
f + 2

Ha három fiú helyett 3 lány jönne be

l

f
+ 1

3 = l + 3
f − 3

A megoldandó egyenletrendszer
l

f
− 1

6 = l − 2
f + 2 ⇒ f 2 = 10f + 12l

l

f
+ 1

3 = l + 3
f − 3 ⇒ f 2 = 12f + 9l

Az egyenleteket kivonva egymásból

2f = 3l ⇒ f = 3
2 l

Visszahelyettesítve az első egyenletbe(3
2 l

)2
= 10 · 3

2 l + 12l

9
4 l2 = 27l

l(l − 12) = 0
l = 12 (l ̸= 0)

A lányok száma l = 12, a fiúk száma pedig f = 3
2 · 12 = 18

Az ellenőrzés a kapott megoldást jónak találja.
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2024/GII/5. feladat
Hány pozitív osztója van a legkisebb olyan pozitív egész számnak, amelynek tízszerese négy-
zetszám, hatszorosa pedig köbszám?

2024/GII/5. megoldás
Először oldjuk meg általánosan a feladatot.
A négyzetszámok prímtényezős felbontásában minden kitevő páros, a harmadik hatványban a
kitevők oszthatók 3-mal.
Mivel 10 = 2 · 5, 6 = 2 · 3, a keresett szám tartalmaz 2, 3 és 5 prímtényezőket.
A szám prímtényezős felbontásában a 2 kitevője páratlan (2-vel szorozva párosnak kell lennie,
mert négyzetszám lesz), és 3-mal osztva 2-t ad maradékul (2-vel szorozva 3 többszörösének
kell lennie, mert köbszám lesz), a legkisebb ilyen szám az 5. Tehát 25 lesz a keresett számban
biztosan.
A 3 kitevője páros (mert négyzetszám), és 3-mal osztva 2-t ad maradékul (3-vel szorozva 3
többszörösének kell lennie, mert köbszám lesz). A legkisebb ilyen szám a 2. Tehát 32 lesz a
keresett számban biztosan.
Az 5 kitevője páratlan (5-tel szorozva párosnak kell lennie, mert négyzetszám lesz), és 3-mal
osztható. A legkisebb ilyen szám a 3. Tehát 53 lesz a keresett számban biztosan.
Tehát a keresett számok 25 · 32 · 53 · A6 alakúak, ahol A tetszőleges egész szám lehet.
A legkisebb ilyen szám esetén A = 1, ekkor az általunk keresett szám

25 · 32 · 53 = 36 000

Ennek a számnak
(5 + 1) · (2 + 1) · (3 + 1) = 72

osztója van.
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