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2024/TII/1. feladat
Egy esküvői vacsorán egy hatfős asztaltársaság tagjai közül néhányan ismerik egymást. A
násznagy megkérdezte az asztaltársaság tagjait, hogy hány személyt ismernek az asztalnál
ülők közül. Az első öt válaszadó által kimondott öt szám mindegyike nullánál nagyobb és
különbözik egymástól. Hány embert ismerhet a hatodik személy az asztalnál ülők közül? (Az
ismeretségeket kölcsönösnek tételezzük fel.)

2024/TII/1. megoldás
Az elhangzó öt különböző szám csak az 1, 2, 3, 4 és az 5 lehet, a hatodik szám legyen x.
Aki 5-öt mondott, az ismer mindenkit (x-et is).
Ekkor az 1-et mondó csak az 5-t mondót jelölhettte meg.
Aki 4-et mondott, az csak a x-et, 2-t, 3-at és 5-öt jelölhette meg.
Ekkor a 2-t mondó is rendben van, megvan a két ismerőse.
A maradék 3-ast mondó csak az x-et mondhatja harmadikra (4 és 5 mondó mellett).
Tehát az ismeretlent hárman jelölték ismerősnek, így tehát ő 3-at mond.
A következő lehet csak(!) az ismertségi gráf, ahol az ismerősök számát is jelöltük:
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2. megoldás
Az elhangzó öt különböző szám csak az 1, 2, 3, 4 és az 5 lehet, a hatodik szám legyen x.
Használjuk azt, hogy a fokok számának az összege az élek számának a kétszerese, azaz páros.
Tehát

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + x = 15 + x

páros szám, tehát x csak páratlan lehet.
Ha x = 1 lenne, akkor ő csak az 5-t mondót ismerheti – a másik 1-et mondóval együtt – tehát
4-et nem mondhatna senki, ami ellentmondás.
Ha x = 5 lenne, akkor ő mindenkit ismer – a másik 5-t mondóval együtt – nem lehet 1-et mondó
ember, ismét ellentmondásra jutottunk.
Tehát marad az x = 3, ami meg is valósul az 1. megoldás végén van a kapcsolat rajza.
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2024/TII/2. feladat
Ábrázoljuk a következő függvényt

f(x) =
∣∣∣ 3
√

x + 1
∣∣∣+ ∣∣∣ 3

√
x − 1

∣∣∣− 2; x ∈ [−8; 8]

Adjuk meg a függvény zérushelyeit és szélsőértékeit.

2024/TII/2. megoldás
Használjuk az abszolútérték definícióját

∣∣∣ 3
√

x + 1
∣∣∣ =

 3
√

x + 1; 3
√

x + 1 ≥ 0; x ≥ −1
− ( 3

√
x + 1) ; 3

√
x + 1 < 0; x < −1

∣∣∣ 3
√

x − 1
∣∣∣ =

 3
√

x − 1; 3
√

x − 1 ≥ 0; x ≥ 1
− ( 3

√
x − 1) ; 3

√
x − 1 < 0; x < 1

Így a vizsgált függvény f(x) = | 3
√

x + 1| + | 3
√

x − 1| − 2
−8 ≤ x < −1 esetén

−
(

3
√

x + 1
)

−
(

3
√

x − 1
)

− 2 = −2 3
√

x − 2

−1 ≤ x < 1 esetén (
3
√

x + 1
)

−
(

3
√

x − 1
)

− 2 = 0

1 ≤ x ≤ 8 esetén (
3
√

x + 1
)

+
(

3
√

x − 1
)

− 2 = 2 3
√

x − 2

A függvény ezek után

X

Y

O 1
1

−8 8

Zérushelyek
−1 ≤ x ≤ 1

Szélsőértékek
Abszolút maximum: (−8; 2); (8; 2) pontokban

Abszolút minimum: − 1 ≤ x ≤ 1 (konstans itt a függvény)
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2024/TII/3. feladat
A Descartes-féle XY-koordinátarendszerben rácspontnak nevezzük azokat a pontokat, amelyek
mindkét koordinátája egész szám. Hány olyan négyzet van a 0 ≤ x ≤ 5; 0 ≤ y ≤ 4 területen,
amelynek minden csúcsa rácspont.

2024/TII/3. megoldás
A terület, ahonnan a négyzeteket kell válogatni:

X

Y

O 1

1

Menjünk sorba a kiválasztható négyzeteken méret és elhelyezkedés szerint:

20 darab 12 darab

6 darab 2 darab

12 darab 2 darab

6 darab 6 darab

2 darab 2 darab

Ez összesen 70 darab négyzet.
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2024/TII/4. feladat
Oldjuk meg a valós számok halmazán a következő egyenletet

x +
√

x +
√

x + 5 +
√

x2 + 5x = 15

2024/TII/4. megoldás
Rendezzük az egyenletet

x +
√

x +
√

x + 5 +
√

x2 + 5x = 15
2x + 2

√
x + 2

√
x + 5 + 2

√
x
√

x + 5 = 30
x + x + 5 + 1 + 2

√
x + 2

√
x + 5 + 2

√
x
√

x + 5 = 36
x + (x + 5) + 1 + 2

√
x + 2

√
x + 5 + 2

√
x
√

x + 5 = 36
a bal oldalon teljes négyzet áll(√

x +
√

x + 5 + 1
)2

= 36

a gyök definíciója miatt csak
√

x +
√

x + 5 + 1 = 6

lehet, −6 nem lehet az egyenlet jobb oldalán. Tehát
√

x +
√

x + 5 = 5 (1)

Ugyanakkor

(x + 5) − x = 5(√
x + 5 +

√
x
) (√

x + 5 −
√

x
)

= 5

5
(√

x + 5 −
√

x
)

= 5
√

x + 5 −
√

x = 1
hozzáadva (1)-et

2
√

x + 5 = 6
√

x + 5 = 3
x + 5 = 9

x = 4

Az ellenőrzés a kapott megoldást jónak találja.
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2. megoldás
A gyök értelmezés miatt x ≥ 0.
Alakítsuk szorzattá, majd rendezzük

x +
√

x +
√

x + 5 +
√

x2 + 5x = 15
√

x
(√

x + 1
)

+
√

x + 5
(
1 +

√
x
)

= 15(√
x + 1

) (√
x + 5 +

√
x
)

= 15
√

x + 5 = 15√
x + 1 −

√
x

x + 5 =
(

15√
x + 1 −

√
x

)2

x + 5 = 225
x + 2

√
x + 1 − 30

√
x√

x + 1 + x

5 = 225
x + 2

√
x + 1 − 30x + 30

√
x

x + 2
√

x + 1

5 = −30x − 30
√

x + 225
x + 2

√
x + 1

0 = 7x + 8
√

x − 44
√

x1 = 2;
√

x2 = −22
7

A gyök definíciója miatt csak
√

x = 2; lehet, azaz x = 4.
Az ellenőrzés a kapott megoldást jónak találja.

3. megoldás
A gyök értelmezés miatt x ≥ 0.
Alakítsuk szorzattá, majd rendezzük

x +
√

x +
√

x + 5 +
√

x2 + 5x = 15
√

x +
√

x(x + 5) = 15 − x −
√

x + 5
x + 2x

√
x + 5 + x(x + 5) = 152 + x2 + (x + 5) − 30x − 30

√
x + 15 + 2x

√
x + 5

x + 2x
√

x + 5 + x2 + 5x = 225 + x2 + x + 5 − 30x − 30
√

x + 15 + 2x
√

x + 5
6x = 230 − 29x − 30

√
x + 5

30
√

x + 5 = 230 − 35x

6
√

x + 5 = 46 − 7x x ≤ 46
7

36(x + 5) = 49x2 − 644x + 2116
0 = 49x2 − 680x + 1936

x1 = 4; x2 = 484
49

A kikötések miatt csak az x1 = 4 jöhet szóba.
Az ellenőrzés a kapott megoldást jónak találja.
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4. megoldás
A gyök értelmezés miatt x ≥ 0.
Alakítsuk szorzattá

x +
√

x +
√

x + 5 +
√

x2 + 5x = 15
√

x
(√

x + 1
)

+
√

x + 5
(
1 +

√
x
)

= 15(√
x + 1

) (√
x + 5 +

√
x
)

= 15

Az egyenlet bal oldala szigorúan monoton növekvő, hiszen ilyen függvényekből áll.
Tehát ha van megoldás, akkor egynél több nem lehet.
Észrevehetjük, hogy x = 4 az jó, tehát csak ez jó.
Az ellenőrzés a kapott megoldást jónak találja.
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2024/TII/5. feladat
Egy téglalap alakú tükör méretei 1 méter és 1,5 méter. Egyik sarkából letört egy 2 dm és
3 dm hosszúságú befogókkal rendelkező derékszögű háromszög alakú darab (a 2 dm-es darab az
1 méteres oldalra esik). A megmaradó darabból vágjuk ki a lehető legnagyobb területű, téglalap
alakú tükröt; amelynek oldalai párhuzamosak az eredeti tükör oldalaival. Mekkorák ennek a
tükörnek az oldalai?

2024/TII/5. megoldás
Ha olyan téglalapot választunk, amelyik nem ér ki az eredeti tükör oldaláig, akkor ez biztosan
nem a legnagyobb. Számoljunk mindent dm-ben.
I. eset: Ha a letört sarok alatt választunk téglalapot, akkor a területe

T ≤ 8 · 15 = 120 dm2

II. eset: Ha a letört sarok mellett választunk téglalapot, akkor a területe

T ≤ 10 · 12 = 120 dm2

III. eset: Ha a rajz szerint keressük a téglalapot. Legyen az új tükör mérete a és b dm. A
szürkével jelölt háromszöget külön kirajzoltuk.

15 dm

10 dm

3 dm
2 dm

a

b
15 − b

a − 8

A külön rajzolt háromszög hasonló a letörött darabhoz, hiszen oldalaik párhuzamosak.

15 − b

a − 8 = 3
2 ⇒ b = 27 − 3

2a

Az új tükör területe

T = ab = a
(

27 − 3
2a
)

= −3
2a2 + 27a = −3

2
(
a2 − 18

)
=

= 3
2
[
(a − 9)2 − 81

]
= −3

2 (a − 9)2 + 243
2 = 243

2 − 3
2 (a − 9)2

T = 243
2 − 3

2 (a − 9)2 ≤ 243
2 dm2

Ezt a maximumot a = 9 dm választással lehet elérni, ekkor a másik oldal b = 27 − 3
2a = 27

2 dm

A három eset közül ez adja a legnagyobb területet, hiszen 243
2 dm2 > 120 dm2.
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